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Механика разрушения, рассматривающая закономерности зарождения и 
роста трещин, имеет огромное распространение на различные научные и 
повседневные сферы. Она получила свое начало благодаря исследованиям А. 
Гриффитса, в которых он рассматривал разрушение стеклянных образцов [1]. 
Впоследствии его решения были модифицированы Д. Ирвином и получили 
более широкое распространение в механике [2]. Для решения задач механики 
трещин используются различные теоретические, численные и 
экспериментальные методы, такие как полуобратный метод Вестергарда, 
метод комплексных потенциалов, метод конечных элементов и т.д. [6]. В 
данной работе рассматривалась задача о растяжении пластины с центральной 
трещиной с напряжением на бесконечности и решалась методом 
комплексных потенциалов, использую теорию из теории функции 
комплексного переменного. 
Задача об обтекании пластины так же имеет классическое решение, в 
котором используется метод конформных отображений. Данный метод часто 
используется для решения задач гидромеханики об обтекании [5]. 
Целью данной работы было описать аналогию между задачей о растяжении 
пластины с трещиной, с напряжениями на бесконечности и задачей об 
обтекании пластины потоком на бесконечности c применением схемы 
решения из механики разрушения к задаче об обтекании, показать, что 
задачи из двух разных областей имею общий метод решения. Похожие 
аналогии, например, между тепловым полем и полем скоростей течения 
жидкости, были описаны в [7]. В данной работе сначала решалась задача 
механики трещин с помощью метода комплексных потенциалов, затем этот 
же метод применялся к задаче об обтекании пластины со скоростью на 
бесконечности, и на последнем этапе это решение сравнивалось с 









2. Решение задачи на растяжение пластины с трещиной: 
Рассмотрим задачу о растяжении упругой плоскости на бесконечности с 
трещиной (рис. 1) 
 
рис. 1. Растяжения плоскости с трещиной 
Введем следующие обозначения и поставим граничные условия: 
𝐽 =   𝑥,𝑦 ∶  𝑥 ≤ 𝑎,𝑦 = 0  – разрез, длинной 2𝑎 





















𝜎𝑦 = 𝜎𝑥𝑦 = 0 на 𝐽
𝜎𝑥𝑦 = 0,𝜎𝑦 = 𝑝 на ∞
 − Граничные условия для поставленной задачи 
Энергия в окрестностях концов разреза 𝑉1 ,𝑉2 – конечна: 
 𝜎𝑖𝑗 𝜀𝑖𝑗𝑑𝑉 < ∞
𝑉1 ,𝑉2
 
Введем 𝜎 = (𝜎𝑥 ,𝜎𝑦 ,𝜎𝑥𝑦 ) - набор из 3-х функций, является решением 
поставленной задачи о растяжении трещины на бесконечности 
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Разобьем задачу о растяжении плоскости с разрезом на 2 задачи: о 
растяжении плоскости без разреза и о растяжении плоскости с приложением 
нагрузки на берега трещины (рис. 2) 
 
рис. 2. Разбиение задачи на составляющие 
𝜎 =  𝜎 0 +  0,𝑝, 0  
𝜎 0 − решение задачи о растяжении плоскости с трещиной, с нагрузкой на 
берегах 
 0,𝑝, 0 − решение задачи о растяжении плоскости без трещины на 
бесконечности 
Рассмотрим общую задачу с неравномерной нагрузкой на берегах трещины, 
зависящей от координаты x трещины: 
Поставим задачу о растяжении на берегах: 






𝜎𝑦 = −𝑝 𝑥 ,𝜎𝑥𝑦 = 0 на 𝐽
𝜎𝑦 = 𝜎𝑥𝑦 = 0 на ∞
 𝜎𝑖𝑗 𝜀𝑖𝑗𝑑𝑉 <  ∞
𝑉1 ,𝑉2
  
Вспомним формулы Колосова – Мусхелишвили для выражения напряжений 
в виде аналитических функций [3]: 
 
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 = 4𝑅𝑒 Φ(z)
𝜎𝑦 − 𝜎𝑥 + 2𝑖𝜎𝑥𝑦 = 2[𝑧 Φ
′ 𝑧 + Ψ(𝑧)]
  (1.1)  
Φ 𝑧 =  𝑂  
1
𝑧2
 , Ψ 𝑧 =  𝑂  
1
𝑧2
 ,  𝑧 → ∞ 
Предположим: 𝜎𝑥𝑦 = 0 при 𝑦 = 0,−∞ < 𝑥 < ∞ 
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 𝐼𝑚 𝑥Φ′ 𝑥 + Ψ 𝑥  = 0 при 𝑦 = 0   
𝐼𝑚 𝑧Φ′ 𝑧 + Ψ 𝑧  = 0 при 𝑦 = 0   
Ищем решение в виде: 
Φ 𝑧 =  
1
2




′ (𝑧) – представление Вестергарда 
𝑍𝐼(𝑧) – функция Вестергарда 
Сложим 1-ю и 2-ю формулы Колосова-Мусхелишвили (1.1): 
𝜎𝑦 + 𝑖𝜎𝑥𝑦 =
1
2
𝑍𝐼 𝑧 + 
1
2








′    Представление 
Вестергарда для напряженного состояния [4]: 
 




𝜎𝑥 = 𝑅𝑒𝑍𝐼 − 𝑦𝐼𝑚𝑍𝐼
′
  
Хотим найти 𝑍𝐼(𝑧), аналитическую в плоскости с разрезом. Поставим для нее 
задачу. 
𝑅𝑒 𝑍𝐼 =  −𝑝 𝑥  на 𝐽  
𝑍𝐼 = 𝑂  
1
𝑧2
  ,  𝑧 →  ∞ 




𝐹 𝑧 =  𝑖 𝑧2 − 𝑎2𝑍𝐼 𝑧    1.2  
для рассмотрения верхнего и нижнего берега трещины 
где 𝑅𝑒   𝑧2 − 𝑎2 > 0 при 𝑧 = 𝑥 > 𝑎 
Сделаем следующие преобразования: 
 𝑧2 − 𝑎2 =  𝑧 − 𝑎 𝑧 + 𝑎 =   𝑧 − 𝑎 𝑒
𝑖
𝜃1






𝜃1 → ±𝜋 ,𝜃2 = 0    𝑧2 − 𝑎2 = ±𝑖 𝑎2 − 𝑥2 
𝑅𝑒 𝐹 𝑧 =  ±𝑝 𝑥  𝑎2 − 𝑥2 на 𝐽 
𝐹 𝑧 =  𝑂  
1
𝑧
  ,  𝑧 → ∞ 





2𝑝 𝑥  𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥
𝑥 − 𝑧
+  𝑖  
𝑏𝑘
′










  (1.3) 
Выражая 𝑍𝐼 𝑧  из (1.2) получим 
𝑍𝐼 𝑧 =
𝐹 𝑧 
𝑖 𝑧2 − 𝑎2
 
И подставим в (1.3) 
𝑍𝐼 𝑧 = −
1
𝜋 𝑧2 − 𝑎2
 



















  (1.4) 
Все условия выполнены, кроме условия конечности энергии, без этого 
условия будет особенность в вершинах трещины: 
 𝜎𝑖𝑗 𝜀𝑖𝑗𝑑𝑉
𝑉1 ,𝑉2
< ∞  𝑏𝑘
′ = 𝑏𝑘
′′ = 0 ∀𝑘 
Применяя это условия к (1.4) окончательный ответ будет: 
𝑍𝐼 𝑧 =  −  
1
𝜋 𝑧2 − 𝑎2
 











3. Решение задачи об обтекании методом из механики трещин: 
Разбиваем задачу об обтекании пластины со скоростью на бесконечности 
(рис. 3) на две – задачу без пластины со скоростью на бесконечности и задачу 
об обтекании пластины с нулевой скоростью на бесконечности 
 
рис. 3.Обтекание пластины со скоростью V на бесконечности  
Введем следующие обозначения и поставим граничные условия для задачи: 
𝑉 − скорость потока жидкости на бесконечности 
Введем обозначения для комплексных скоростей рассматриваемых задач: 
𝑓 ′ 𝑧 − комплексная скорость задачи об обтекании пластины со скоростью на 
бесконечности 
𝑕 ′ 𝑧 − комплексная скорость задачи без пластины на бесконечности 
𝑔′ 𝑧 − комплексная скорость задачи об обтекании пластины с нулевой 
скоростью на бесконечности 
𝑆 = { 𝑥, 𝑦 ∶ |𝑥| ≤ 𝑎, 𝑦 = 0} – пластина 
Так как рассматриваемая жидкость несжимаемая и поток безвихревой, то из 
уравнения неразрывности и условия отсутствия вихря получим [5]: 
𝑉 = 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜑 ,
𝑑𝑖𝑣𝑉 = 0  ∆𝜑 = 0  𝜑










Рассмотрим задачу об обтекании трещины на бесконечности: 
 
𝑉𝑥 |∞ = 𝑉𝑥
∞
𝑉𝑦 |∞ = 𝑉𝑦
∞
 − компоненты скорости на бесконечности 
𝜕𝜑
𝜕𝑛




= 𝑓 ′ 𝑧 = 𝑉𝑥 − 𝑖𝑉𝑦 − комплексная скорость 
𝑓 ′ 𝑧 |∞ = 𝑉𝑥
∞ − 𝑖𝑉𝑦
∞- комплексная скорость на бесконечности 
Используем условие обтекания для получения скорости на границе 
пластины, для задачи об обтекании пластины со скоростью на бесконечности 
𝜕𝜑
𝜕𝑦
|𝑆 = 0  𝐼𝑚𝑓
′ 𝑧 |𝑆 = 0  𝑓
′ 𝑧 |𝑆 = 𝑉𝑥
∞ (2.1)  − скорость обтекания 
пластины на границе 
Комплексная скорость для задачи без пластины со скоростью на 
бесконечности: 
𝑕 ′ 𝑧 |∞ = 𝑉𝑥
∞ − 𝑖𝑉𝑦
∞  (2.2) 
А решение, для задачи об обтекании пластины на поверхности с нулевой 





∞   2.3   
Теперь можем поставить полностью задачу для обтекания пластины на 






𝐼𝑚𝑔′ 𝑧 = 𝑉𝑦
∞,   при 𝑦 = ±0,−𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎
 |∇𝜑|2𝑑𝑉 < ∞
𝑉1 ,𝑉2
−  условие конечности энергии
𝑔′ 𝑧 = 𝑂  
1
𝑧






𝐺 𝑧 = − 𝑧2 − 𝑎2𝑔′ 𝑧   (2.4) 
для отображения потока на верхний и нижний берега пластины 
Сделаем следующие преобразования: 
 𝑧2 − 𝑎2 =  𝑧 − 𝑎 𝑧 + 𝑎 =   𝑧 − 𝑎 𝑒
𝑖
𝜃1




𝜃1 → ±𝜋 ,𝜃2 = 0    𝑧2 − 𝑎2 = ±𝑖 𝑎2 − 𝑥2 
𝐼𝑚𝐺 𝑧 =  ±𝑉𝑦
∞ 𝑎2 − 𝑥2 на поверхности пластины 
𝐺 𝑧 =  𝑂  
1
𝑧
  ,  𝑧 → ∞ 






∞ 𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥
𝑥 − 𝑧
+ 𝑖𝛾 +  𝑖  
𝑐𝑘
′










   2.5  
Выражая 𝑔′ 𝑧  из (2.4) получим 
𝑔′ 𝑧 = −  
𝐺 𝑧 
 𝑧2 − 𝑎2
 
И подставим в (2.5) 
𝑔′ 𝑧 =
𝑖
𝜋 𝑧2 − 𝑎2
 
𝑉𝑦







 𝑧2 − 𝑎2
−
𝑖












  (2.6) 
Используем условие конечности энергии, для того чтобы избавиться от 
особенности в концах пластины 




′′ = 0 





𝜋 𝑧2 − 𝑎2
 
𝑉𝑦







 𝑧2 − 𝑎2
  (2.7) 













 𝑧2 − 𝑎2
  𝑧2 − 𝑎2 − 𝑧 −  
𝑖𝛾





 𝑧2 − 𝑎2
 𝑧𝑉𝑦
∞ + 𝛾  
Неопределенность в решении, связанная с наличием произвольной константы  
𝛾  еще остается. Для того чтобы избавиться от нее предположим, что точка x 
= a является точкой схода струй, там скорость должна быть конечна, т.е 
𝑔′ 𝑧 |𝑥=𝑎 = −
𝑖
 𝑧2 − 𝑎2
 𝑉𝑦
∞𝑎 + 𝛾 + 𝑖𝑉𝑦
∞ < ∞   
𝛾 = −𝑉𝑦
∞𝑎 − иначе будет особенность в точке x = a 
Применив все эти вычисления к (2.7) получим окончательный ответ для 
задачи об обтекании пластины с нулевой скоростью на бесконечности: 




 𝑧2 − 𝑎2





  (2.8) 
Теперь можно получить комплексную скорость для задачи об обтекании 
пластины со скоростью на бесконечности. Используя формулу (2.2) и (2.8) 
получим: 







∞   










При обтекании возникает сила, действующая на пластину со стороны 
идеальной жидкости. Константа 𝛾 соответствует этой силе, которая 
называется подъемной силой. При этом из-за разности давлений на концах 
пластинки, по уравнению Бернулли, возникает эффект “подсасывающей” 
силы, параллельный оси x [5]. 
4. Решение задачи об обтекании пластины классическим методом 
гидромеханики 
Сравним (2.9) с решением, полученным С.В. Валландером в книге [5]. Там 





𝑉 ∞(𝑧 +  𝑧2 − 𝑎2) +
1
2








𝑉 ∞ = 𝑉𝑥
∞ − 𝑖𝑉𝑦
∞ − скорость на бесконечности и еѐ сопряжение 
Продифференцируем потенциал (3.1), чтобы получить комплексную 
скорость, для сравнения с полученным другим способом решением: 





∞  1 +
𝑧






∞  1 −
𝑧








𝑧 +  𝑧2 − 𝑎2




𝑧 +  𝑧2 − 𝑎2
=
1
 𝑧2 − 𝑎2
− Преобразование для последнего члена в (3.2) 
Неизвестна циркуляция Г, для того чтобы найти ее воспользуемся методом 
конформных отображений [5]. С помощью этого метода можно найти 
решение задачи об обтекании контура любой формы, зная решение об 
обтекании кругового цилиндра. 
Рассмотрим две плоскости (рис. 4): 
 Плоскость с контуром 𝑙 произвольной формы, в плоскости 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, 
область вне контура 𝑙 − 𝐷 




рис. 4. Плоскость 𝒛 с профилем произвольной формы и плоскость 𝜻 с кругом радиуса R 
По теореме Римана [7] существует аналитическая функция 𝑧 = 𝑓(𝜁) 
преобразующая область 𝐷′в 𝐷 так, что точки контура 𝑙′ переходят в точки 
контура 𝑙 и любая заданная точка 𝐴′ из 𝐷′ переходит в точку 𝐴 из 𝐷. Данная 
функция будет единственной, если в точке 𝐴′ задан arg 𝑓 ′ 𝜁𝐴′ = 𝜑0. Выберем 
в качестве 𝐴 и 𝐴′ бесконечно далекие точки на плоскостях 𝑧 и 𝜁, и примем 
𝜑0 = 0 [5]. 









По теореме Римана [7] есть и обратное преобразование 𝜁 = 𝐹 𝑧 . 
Пусть, нам известны обе аналитические функции   
𝑧 = 𝑓 𝜁  и 𝜁 = 𝐹 𝑧   (3.3) 
Рассмотрим задачу об обтекании контура 𝑙 потоком с заданной скоростью на 
бесконечности: 
𝑢∞ = 𝑢∞𝑥 + 𝑖𝑢∞𝑦   (3.4) 
𝑤 𝑧  – комплексный потенциал этого потока, определен во всех точках 
области D вне 𝑙. Используя формулу (3.3) получим: 
𝑤 𝑧 = 𝑤 𝑓 𝜁  = 𝑊 𝜁   (3.5) 
𝑊 𝜁  – аналитическая функция, являющаяся комплексным потенциалом 
некоторого течения в плоскости 𝜁, определена во всех точках области 𝐷′ вне 
𝑙′. 
Каждому течению в плоскости 𝑧 можно сопоставить течение в 𝜁. 
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Разложим оба комплексных потенциала на потенциал скорости и функцию 
тока: 
𝑤 𝑧 =  𝜑 𝑥,𝑦 + 𝑖𝜓 𝑥,𝑦  
𝑊 𝑧 =  Φ 𝜉, 𝜂 + 𝑖Ψ(𝜉, 𝜂) 
Используя (3.5) получим: 
𝜑 𝑥,𝑦 + 𝑖𝜓 𝑥, 𝑦 = Φ 𝜉, 𝜂 + 𝑖Ψ(𝜉, 𝜂) 
В соответствующих точках получим: 
𝜑 𝑥, 𝑦 = Φ 𝜉, 𝜂 , 𝜓 𝑥, 𝑦 = Ψ 𝜉, 𝜂   (3.6) 
Так как контур 𝑙 неподвижен, а функция 𝑤(𝑧) является комплексным 
потенциалом обтекания этого контура, то 𝜓(𝑥,𝑦) постоянна на 𝑙. Используя 
условие (3.6), на 𝑙′ будет постоянна функция тока Ψ 𝜉, 𝜂 . 
Найдем условия на бесконечности для данного течения. Рассмотрим 
комплексную скорость: 












Нам известна скорость на бесконечности в плоскости 𝑧 - (3.4), а в плоскости 
𝜁 в бесконечно далекой точке производная 
𝑑𝑧
𝑑𝜁∞










= 𝑉 ∞ = 𝑘𝑢 ∞ 
𝑊 𝜁 − определяет в плоскости ζ течение вне круга. 
Комплексный потенциал обтекания кругового цилиндра уже известен [5]: 







𝑙𝑛𝜁  (3.7) 
Используем (3.3) и произведем замену: 







𝑙𝑛𝐹 𝑧    3.8  
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Эта формула является решением задачи об обтекании произвольного контура 
потенциальным потоком, если известна функция 𝜁 = 𝐹 𝑧 , т. е если известно 
конформное отображение области вне 𝑙 на внешность круга. 
Но значение циркуляции Г до сих пор неизвестно, для того, чтобы найти 
воспользуемся постулатом Чаплыгина-Жуковского [5]. 
Пусть в плоскости 𝑧 рассматриваемый произвольный профиль имеет одну 
угловую точку 𝐴, с углом 𝛿 < 𝜋. Вычислим скорость в этой угловой точке. 
Она при отображении переходит в точку 𝐴′ на окружности 𝑙′. Комплексная 


















  (3.9) 
Функция 𝑧 = 𝑓(𝜁) преобразует угол 𝜋 в точке 𝐴′ в угол 2𝜋 − 𝛿 в точке 𝐴. 
Поэтому в окрестности точки  𝐴 конформность отображения нарушается и 
функция 𝑧 𝜁  должна иметь разложение следующего вида: 
𝑧 − 𝑧𝐴 = 𝑀 𝜁 − 𝜁𝐴′ 
2𝜋−𝛿








𝜋 |𝜁=𝜁𝐴 ;   (3.10) 
В (3.9) при  𝜁 = 𝜁𝐴′ второй множитель в силу (3.10) обращается в 
бесконечность. Получается, если скорость  
𝑑𝑊
𝑑𝜁
|𝐴′  не равна нулю, то скорость 
в угловой точке будет бесконечной, а это физически недопустимо. 
Требование, чтобы скорость в задней острой кромке была конечна, 
составляет постулат Чаплыгина-Жуковского. Этот постулат выполняется 
только в том случае, если скорость 
𝑑𝑊
𝑑𝜁
|𝐴′ равна нулю. 
Теперь можно определить значение циркуляции. Для комплексного 
потенциала 𝑊(𝜁) имеем формулу (3.7): 








А комплексная скорость будет равна: 
𝑑𝑊
𝑑𝜁









     (3.11) 
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Пусть поток, обтекающий профиль, наклонен под углом 𝛼 к оси 𝑥, т.е. 
𝑢 ∞ =  𝑢∞ 𝑒
−𝑖𝛼 ,     𝑢∞ =  𝑢∞ 𝑒
𝑖𝛼   (3.12) 
Пусть в (3.11) 𝜁 = 𝜁𝐴′ . Тогда по постулату Чаплыгина-Жуковского: 
𝑑𝑊
𝑑𝜁









= 0   




2 − 𝑢 ∞𝜁𝐴′   (3.13) 
Подставляя (3.12) в (3.13) и полагая, что 𝜁𝐴′ = 𝑅𝑒
𝑖𝜃0  получим: 
Г = 2𝜋𝑖𝑘𝑅 𝑢∞  𝑒
𝑖 𝛼−𝜃0 − 𝑒−𝑖 𝛼−𝜃0  , 
Г = 4𝜋𝑘𝑅 𝑢∞ sin 𝜃0 − 𝛼   (3.14) 
Где угол 𝜃0- угол, определяющий положение точки 𝐴
′ на окружности 𝑙′ 
плоскости 𝜁, также он называется углом атаки. 
Вернемся к задаче об обтекании пластины, потоком со скоростью на 
бесконечности и применим к ней постулат Чаплыгина-Жуковского, для 
определения циркуляции Г. 
Но в этой задаче у пластины две острые кромки, а при таких условиях нельзя 
применять постулат Чаплыгина-Жуковского. Поэтому будем считать, что 
пластина спереди закруглена, а сзади остается острая кромка. 
Теперь можно выбрать циркуляцию Г так, чтобы убрать особенность на 
бесконечности в (3.2): 
Г =  −2𝜋𝑎𝑉𝑦
∞ (3.15) 
Раскрыв скобки и подставив значение циркуляции (3.15) в (3.2), получим: 













 𝑧2 − 𝑎2
 𝑧 − 𝑎   









В этой задаче так же возникает сила, действующая на пластину со стороны 
потока. Постулат Чаплыгина-Жуковского ограничивает только величину 
скорости на задней кромке. А на передней кромке скорости будет очень 
велики, а давление, согласно уравнению Бернулли, будет мало. 
Образующаяся разность давлений между передней и задней кромками 
приводит к появлению “подсасывающей” сил, параллельной оси x. 
Данное решение совпадает с решением, полученным ранее способом из 
механики трещин (2.9) 
5. Заключение 
Было показано, что решение задачи об обтекании, полученное методом из 
механики трещин, полностью совпадает с классическим решением из 
гидромеханики, полученное методом конформных отображений. Таким 
образом, задача из механики трещин и задача об обтекании могут быть 
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